Analisis de Fourier discreto y teoria de codigos

Horacio Tapia-Recillas

Los codigos lineales detectores-correctores de errores, son
usados en la transmision de informacion digital por cualquier
medio de comunicacion susceptible de adquirir errores en su
transmision. Son varias las areas de Matematicas que ayudan al
estudio de esos cddigos, como son, entre otras, Algebra conmuta-
tiva, Geometria algebraica, Teoria de nimeros, Combinatoria. Otra
area que provee herramientas para el mejor entendimiento de los
codigos es el Analisis de Fourier discreto, particularmente sobre
grupos abelianos finitos. En este curso se discutiran algunas ideas
sobre este tema y se veran algunas aplicaciones a cdodigos
lineales, particularmente en la determinacion del polinomio enu-
merador de pesos del cédigo. Un curso basico de Algebra lineal
es suficiente para seguir este curso.
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Introduccion

La teoria de codigos lineales detectores-correctores de errores es
un area que actualmente tiene una gama de aplicaciones muy extensa
ya que la informaciéon digital que se transmite por cualquier medio
de comunicacién, debido a multiples razones (cambio de voltaje,
condiciones atmosfericas, etc.), esta sujeta a adquirir errores durante
su transmision. Aplicaciones de esta area estan plasmadas, por
ejemplo en comunicacién satelital (GPS en particular), viajes espaciales,
telefonia, comunicacion inalambrica, tomografia médica, transmision
y procesamiento de imagenes digitales, entre otros. Una de las
aplicaciones “cotidianas” de los cédigos lineales es en los CD’s y DVD'’s.
Diversas son las areas que intervienen en el estudio de codigos, entre las
que se cuentan el Algebra conmutativa, Teoria de nimeros, Geometria
algebraica, Combinatoria, etc. Pero no solo esta la parte matematica
sino que tambien interviene, sobre todo para cuestiones practicas,
la computacion para implementar los algoritmos de codificacion y
decodificacién de la informacion, y en ultima instancia la Ingenieria.

En las presentes notas se dan algunas ideas de como un concepto
muy importante en varias areas del conocimiento humano, la Transfor-
mada Discreta de Fourier (TDF), es util en la teoria de cédigos lineales.
El estudio y aplicacién de la Transformada de Fourier es tan amplio
que se han escrito muchos trabajos (libros y articulos) sobre el tema.
Sugerimos al lector interesado consultar algunas obras o buscar en
internet sobre la aplicacion de esta transformada.

Cabe mencionar que estas son notas para uno de los cursos del
Sexto Coloquio del Departamento de Matemdticas de la Universidad
Auténoma Metropolitana-Iztapalapa y que distan mucho de abarcar
completamente algunos de los temas aqui mencionados, y sugerimos al
lector interesado consultar la literatura especializada ([4]). Los errores,
esperando no sean demasiados, son responsabilidad del autor.

vii






Capitulo

Algo de teoria de grupos abelianos
finitos

En esta Seccion se recordaran conceptos basicos de Teoria de
grupos, particularmente grupos abelianos (conmutativos) finitos.

Un grupo es una pareja (G, ®), donde G es un conjunto no vacio y
“®" es una operacion binaria en G,

®: G X G — Gl (g17g2) —>g1 ®g27
que satisface las siguientes propiedades:

(1) (asociatividad): g3 © (g1 ® g2) = (g3 © g1) © g2) para todo
elemento g1, 92,93 € G.
(2) Hay un elemento e € Gtalque e ® g = g ® e = g, para toda
g € G. Al elemento e se le llama la identidad de G y es Unico.
(3) Paratodo g € Gexiste ge Gtalque go g=g o g =-e. Al
elemento g se le llama el inverso de g, y es unico.
Si ademas la operacion es conmutativa, es decir, g, ® g» = g» © g1, para
todo g g2 € G, el grupo se dice abeliano o conmutativo. El grupo se dice
finito si su cardinalidad, |G|, es finita y se le llama el orden del grupo, e
infinito en otro caso.

Ejemplos. Hay muchos ejemplos de grupos y a continuacion
menconaremos algunos de ellos. Se deja al lector comprobar que
en efecto son un grupo.

(1) El conjunto Z de los enteros (racionales) con la operaciéon de
suma usual de enteros.

(2) (Q,+), donde Q es el conjunto de nuimeros racionales y la
operacion “ +", suma usual de fracciones.

3) (R, +), donde R son los nimeros reales con la suma usual de
numeros reales.

(4) (C,+), donde C son los numeros complejos con la suma usual
de numeros complejos.

(5) (Q*, %), donde Q* son los racionales distintos de ceroy “x" es
el producto de racionales.
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2 1. ALGO DE TEORIA DE GRUPOS ABELIANOS FINITOS

(6) (R*,*), donde R* son los numeros reales distintos de cero y
“x" es el producto de reales.

(7) (C*, %), donde C* son los nimeros complejos distintos de cero
y “x" es el producto de nimeros complejos.

(8) Sea K alguno de los grupos de los ejemplos 1), 2), 3), 4) y sea
KIx] = {f(X) = ap + a1 x + axx* +---+anx" :a; € K}

el conjunto de los polinomios con coeficientes en K de
cualquier grado n > 0. Entonces (K[x],+) es un grupo
conmutativo con la operacion de suma usual de polinomios.

(9) El conjunto S, de las funciones biyectivas sobre un conjunto de
cardinalidad » con la operacion de composicion de funciones
tiene la estructura de un grupo llamado el grupo simétrico. Si
n > 5 este grupo no es conmutativo.

Se dice que un grupo (G, o) es ciclico si existe un elemento g € G tal
que cualquier otro elemento § € G es de la forma g =go---og =g~
para algun entero k. Al elemento g con esta propiedad se le llama
generador de G. Si la operacion “o" es aditiva, es decir, se usa “+", la
propiedad anterior se escribe como g =kg=g+---+ g, (k-veces).

Observaciones.

(1) En Z se tiene definida la operacion de producto usual de
enteros pero no forman grupo con esta opracion (;por qué?).

(2) El grupo (Z,+) es ciclico.

(3) Los ejemplos 1),...,8) son de grupos infinitos y S,, tiene orden
nl.

A continuacion se dara un ejemplo de un grupo finito construido
a partir del grupo (aditivo) de los ntimeros enteros Z, nos referimos
a los enteros modulares. Para este propoésito recordemos algunas
propiedades de los nimeros enteros.

(1) En Z se tiene el algoritmo de la division: dados los enteros
n, m, existen enteros g, + tales que:

n=gm+r, 0 <r<m-—1.

(2) Se satisface el algoritmo de Euclides.

(3) El mdximo comun divisor, (mcd), d de los enteros n,m es
el maximo de los divisores comunes a n y m. En algunas
ocasiones se escribe d = (n,m). El (mcd) de dos enteros
se puede obtener aplicando repetidamente el algoritmo de
la division. Mas aun, usando relaciones, de ‘“atras hacia
adelante", obtenidas por la aplicacién sucesiva del algoritmo
de la divisién, se pueden determinar enteros a y b (no
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necesariamente positivos) tales que:
d=an+bm,

es decir, el (mcd) de dos enteros se puede expresar como
combinacion lineal de estos enteros (Algoritmo extendido de
Euclides).

(4) Se dice que los enteros m y n son primos relativos si su
maximo comun divisor es igual a 1, es decir, (n, m) = 1. Por
consiguiente: 1 = an + bm para algunos enteros a y b.

Ahora se definira una relacion de equivalencia en Z. Sea m > 1 un
entero, y se dira que a, b € Z estan relacionados si:

a—b=mgq,

es decir, la diferencia a — b es un multiplo de m, o equivalentemente,
a=b+mgq.

Ejercicio. Mostrar que esta relacion es de equivalencia.

Si a es equivalente a b, en la literatura se acostumbra usar
la notacion a = b mod n. Los elementos del conjunto que son
equivalentes determinan una clase de equivalencia, y la coleccion de
tales clases de equivalencia forman una particién del conjunto. En este
ejemplo, si los enteros a y b son equivalentes se acostumbra denotar
este hecho como

a = b mod m,
y se dice que a es congruente con b modulo m. La clase de equivalencia
del entero a es:
a={beZ : a=bmodm}
y se le llama la clase de congruencia de “a modulo m".

Como toda relacion de equivalencia en un conjunto induce una
particién (en el conjunto), en nuestro caso se tiene la particiéon del
conjunto de los numeros enteros dada por las clases de congruencia
modulo m. A cada elemento de una clase de equivalencia (congruencia)
se le llama representante de la clase.

A continuacién se vera como el algoritmo de la division ayuda
a determinar representantes adecuados (naturales) de la clase de
congruencia de un entero dado.

Dado el entero m, sea a € Z cualquier entero. Usando el algoritmo
de la division con los enteros m y a se tiene que

a=mq+71r, 0<r<m-1, qce’z

de donde se sigue que a — = mgq, y de acuerdo a la definiciéon anterior,
a = ¥ mod m, es decir, a y  son congruentes médulo m y por lo tanto:
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e a =7rmodm,
e Tanto a como ¥ son representantes de la misma clase de
congruencia, es decir, a =7
Asi, dado un entero a, un representante natural de la clase de
congruencia a de a, es el residuo que se obtiene de dividir al entero a
por m, el cual puede tomar algino de los valores: {0,1,2,...,m — 1}.
Por consiguiente hay m clases de congruencia médulo m los cuales
son:
0,1,...,m—1.

Denotemos por Z/mZ al conjunto formado por las clases de congruen-
cia modulo m, es decir,

Z/mZ=10,1,..m—1}.

A este conjunto de las clases de equivalencia médulo m se le llama
de enteros modulo m o simplemente enteros modulares cuando no
hay confusion cual es el modulo. Obsérvese que este conjunto tiene
cardinalidad m.

Veamos algunos ejemplos.

(1) m = 2. En este caso solo se tienen dos clases de congruencia ya
que si a es cualquier entero, entonces: a =2q+v conv =0, 1.
Por lo tanto

Z/mZ = {0,1},

es decir, cualquier entero es un nimero par o impar.
(2) m = 3. En este caso, si a es cualquier entero, a = v mod 3,
donde r =0, 1, 2. Por consiguiente:

Z/mz = {0,1,2).

(3) m = 10. Si a € Z entonces a = v mod 10 donde » =
0,1,2,...,9. Por lo tanto

Z/mz={0,1,2,...,9).

En lineas anteriores se comentd que a partir del grupo (aditivo) de
los nimero enteros el cual no es finito, se construiria un grupo finito
(abeliano), y se deja como ejercicio al lector dar una demostracion de
la siguiente

PrROPOSICION 1.0.1. EI conjunto
Z/mZ={0,1,...,m — 1}.

es un grupo (aditivo) conmutativo de orden m. A este grupo se le llama
de enteros modulo m.
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Ejercicio. Dar la tabla de la suma de enteros modulo m = 2, 3,4, 5, 6.

Dado que en los numeros enteros Z se tienen dos operaciones,
la suma y el producto, es de esperarse que en los enteros modulares
también se puedan definir dos operaciones, que también se les llama
suma y producto. En la demostracion de la Proposicién anterior se
define la operacién suma. De forma similar se puede definir el producto
“x" de enteros modulares, es decir, de clases modulares. También se
deja como ejercicio al lector la siguiente

PrROPOSICION 1.0.2. Mostrar que la pareja
((Z]mZy*, *)

satisfacen todas excepto una de las propiedades para que se grupo con
esa operacion.

Recordemos que un grupo (G, o) es ciclico si existe (al menos) un
elemento g € G tal que cualquier otro element g se puede expresar
como g = g" para algun entero v > 0.

Ejemplos de grupos ciclicos incluyen: (Z,+), R,+), (Z/mZ,+),
(ug ={1,i,—1,—1i}, ») donde x es el producto de los nimeros complejos
(raices complejas cuartas de la unidad). De manera similar las raices
complejas n-ésimas de la unidad, u,, son un grupo conmutativo finito
y ciclico.

Ejercicios.

(1) Dar otros ejemplos de grupos ciclicos.

(2) Mostrar que el conjunto (Z/mZ)* de todos los elementos de
(Z/mZ) que tienen inverso bajo la operacion “x" es un grupo,
llamado el grupo de las unidades de (Z/mZ). icual es su
orden? ;cuando es ciclico? Dar algunos ejemplos.

Ahora tenemos el siguiente resultado:

PropoOsSICION 1.0.3. Con la notacion anterior:

(1) La terna (Z/mZ,+, ) es un anillo conmutativo finito con 1.
(2) El anillo (Z/mZ, +,*) es un campo finito con m elementos si y
solo sim es primo.

Si el modulo es un numero primo p al campo Z/pZ se acostumbra
denotarlo por F,,.

Veamos algunas de las propiedades de los campos F, con diversos
ejemplos. Por simplicidad, a la clase de congruencia a del entero a
simplemente se denotara por a, pero sin olvidar que esta representa
una clase de equivalencia.
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(1) Consideremos F3 = {0, 1, 2}. Es facil ver que bajo el producto,
el inverso del 1 es el mismo y el inverso del 2 también es él
mismo. Observemos que (2) = {2" : n > 0} = {1, 2}, es decir,
F5 = {1,2} es un grupo ciclico de orden 2 generado por el
elemento 2.

(2) Sea s ={0,1,2,3,4}. Obsérvese que en este caso tambien se
tiene que Ff = {1, 2, 3,4} es un grupo ciclico de orden 4 siendo
2 un generador, y es facil ver que 3 es otro generador.

(3) En el caso de F; = {0,1,2,3,4,5,6}, 2 no es un generador del
grupo ciclico F3%, pues su orden es 3. Sin embargo 3 si es un
generador ya que tiene orden 6. ;hay mas generadores de este
grupo ciclico?

(4) En el caso de F3,, el elemento w = 2 tiene orden 5 por lo tanto
no es un generador de este grupo, pero el elemento « = 3 tiene
orden 30 por lo cual es un generador de este grupo.

Ejercicio* Si p es un primo probar que F, = F,\ {0} es un grupo ciclico.

Sea IF, un campo finito. Entonces la terna (F,[x], +, *) es un anillo
conmutativo el cual tiene varias de las propiedades que el anillo de
los enteros (racionales) (Z, +, ), es decir, se satisface el algoritmo de la
division, el algoritmo de Euclides, es de ideales principales, entre otras.

1.1. Conceptos basicos de campos finitos

En esta seccion se recordara la construccion de campos finitos
como extensiones algebraicas del campo base F,, donde p es un
numero primo, y se daran algunas de sus propiedades. Estos campos
son muy usados en varias areas de la Matematica, entre las que se
cuentan la teoria de codigos detectores-correctores de errores usados
en la transmision de informacion por cualquier canal de comunicacion;
la criptografia también llamada cifrados de datos; computacion,
combinatoria, entre otras ([6]). Estos campos son también llamados
de Galois ya que fue uno de los primeros matematicos que introdujo
este concepto.

La introduccién de algunos conceptos sobre campos finitos se
hara por medio de ejemplos, en este caso el campo finito con 23 = 8
elementos.

Sea f(x) = x3 +x+1 € Fy[x]. Es facil ver que este polinomio es
irreducible. Sea (f(x)) el ideal del anillo F,[x] generado por f(x)y
consideremos el conjunto:

T = Fax]/(f(x)) = {g(x) = g(x) + (f(x)) : g(x) € Falx]}.

Es facil ver que este conjunto tiene la estructura de anillo donde la
suma se hereda de la suma la usual de polinomios. El producto se
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realiza con representantes y se reduce modulo f(x). Este anillo tiene
varias de las propiedades que tiene el anillo de los enteros modulares.

Si g(x) € Fy[x] es cualquier polinomio, por medio del algoritmo de
la division se tiene que

9(x) = q(x) f(x) +r(x), q(x),¥(x) € Falx]

donde 7(x), el residuo, es tal que 0 < gr(r) < 2y g(x) — r(x) = q(x) f(x),
es decir, g(x) = r(x) m% f(x). En otras palabras, la clase de g(x) y
¥(x) es la misma: g(x) = r(x).

La condicion sobre el grado de 7(x) implica que r(x) = ap+a; x+a, x2
con ag,a,a» € Fy. Por lo tanto, T consiste de las clases residuales de
los siguientes polinomios,

T={0,1,x,1+xx°1+x%x+x%1+x+x"}
Ejercicio. Dar las tablas de la suma y producto de T.

De estas tablas se puede ver que en efecto, T es un campo, en
particular todo elemento distinto de cero tiene un inverso. A este
campo se le donota por Fy: o bien por GF(23) y se le llama el campo
finito o de Galois con 8 elementos.

Si o denota a la clase de x modulo f(x), es decir, x = X = x + (f(x)),
se pueden ver facilmente que:

(1) El conjunto F%, de los elementos distintos de cero de Fg, es un
grupo ciclico de orden 23 — 1 = 7 generado por «:

Fy = {1, o, o, o, o®, 5.

A todo elemento del campo con esta propiedad se le llama
primitivo.

(2) El campo Fg es un espacio vectorial sobre F, de dimensiéon
3, siendo {1, &, o¢*} una base natural. Por lo tanto Fg es una
extension (algebraica) de F».

(3) Como F;-espacio vectorial, Fg es isomorfo a ]Fg Elisomorfismo
esta dado por p(ag+a;x+a,x?) = (ag, a1, a»). Cabe mencionar
que este tipo de isomorfismo es usado en otras areas como es
la criptgrafia, donde por ejemplo, en el sistema de cifrado de
llave privada AES (Advanced Encryption Standard), los “bytes",
es decir los elementos del espacio vectorial F$, se identifican
con los elementos del espacio vectorial del campo finito Fs.

(4) Fl elemento « es una raiz del polinomio f(x) = x% + x + 1.
Mas aun, las raices de f(x) son «,o?, * y por lo tanto
f(x) = (x — x)(x — &x?)(x — &*). Como estos elementos estan en
Fg, este campo es el campo de descomposicion de f(x). Dado
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que este polinomio tiene como raiz un elemento primitivo,
también se dice que el polinomio es primitivo.

(5) Sea T : Fg — Fg la funcion definida como T(y) = y?. Es facil
ver que T es un automorfismo (de campos) el cual es llamado
de Frobenius. Obsérvese que las raices de f(x) se pueden dar
en términos de este automorfismo: (), T(x), T2(x). Ademas
T =Id.

(6) El grupo de Galois de Fg sobre I, es de grado 3 (el grado de
la extensién) y por lo tanto ciclico. Como el automorfismo de
Frobenius es un elemento de este grupo y tiene orden 3, este
grupo esta generado por Ty sus elementos son Id, T, 7.

(7) Siahora se toma el polinomio h(x) = x®+x?+1 el cual también
es irreducible sobre F», (ejercicio), de la misma manera como
se procedi6 antes, se construye un campo R con 8 elementos.
Obviamente la aritmética es distinta, sin embargo hay una
relacion entre estos dos campos: son isomorfos (ejercicio). Por
consiguiente se dice que, modulo isomorfismo, el campo con
8 elementos es unico.

Ejercicio. Construir un campo con 16,32,9,25 elementos. Deter-
minar las propiedades equivalentes al caso del campo con 8 elementos.

Con las mismas ideas usadas para el caso anterior, se construyen
campos finitos con g = p™ elementos y varias de sus propiedades son
basicamente las mismas que las mencionadas para el caso de Fg asi
como los mencionados en los del ejercicio. Mayores detalles se pueden
consultar en [3].



Capitulo

La Transformada Discreta de Fourier
clasica (TDFc)

En este Capitulo se introducira una de las transformaciones que ha
tenido y sigue teniendo un gran impacto en diversas areas que incluyen
robotica, 6ptica, comunicaciones, etc. Nos referimos a la Transformada
Discreta de Fourier (TDF), una derivacion de la Transformada Clasica
de Fourier. Existe una vasta literatura donde se puede consultar la
definicion, propiedades y aplicaciones de esta transformada, en estas
notas se seguiran las referencias [1] y [7]. Actualmente hay varios tipos
de “software" con los cuales se puede calcular esta transformada, sin
embargo es importante que se tenga conocimiento de sus fundamentos
matematicos.

En un gran numero de situaciones, por ejemplo, cuando se lleva
a cabo un experimento o alguna observacion, la informacién que se
obtiene es un conjunto finito de datos (discretos) y en general no es
facil obtener una funcion que describa ese experimento a partir de
esos datos. La idea es entonces, obtener mayor informacion sobre el
problema a partir de esos datos. La (TDF) es de gran ayuda en esos
casos.

Antes de dar la definicién general de la (TDF) consideremos los
siguientes ejemplos:

1. El elemento & = 2 € F5 es de orden 4, asi se define la (TDF) de
longitud 4 basada en «:

grx: ]Fg —>Fél Of(v01vllv2!v3)=(V0!V11v2;v3)1

donde

3 3
Vi=> ;=Y 2V, j=0,1,2,3.
i=0 i=0

2. El elemento & = 3 € F; es de orden 3, asi se define la (TDF) de
longitud 3 basada en «:
@3 . F% — ]Fga %(UOI V1, 1)2) = (VOl Vll VZ)’

9



10 2. LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER CLASICA (TDFC)

donde
2

Vi=> v, j=0,1,2.
i=0
3. El elemento S = 3 € F3; es de orden 30, (un elemento primitivo
de F3;), asi se define la (TDF) de longitud 30 basada en f:

9’73 : Fg(l) — ]Fg(l), @B(UQ, V1, ..., Uag) = Vo, V1, ..., Vog),
donde
29
vj=23ifvi, j=0,1,...,29.
i=0
Considerando estos ejemplos como antecedentes, ahora es mas

natural definir la (TDF) en general sobre un campo finito F,. Para tal
motivo sea &« € ]F;; un elemento de ordenn, 1 <n <n - 1.

La (TDF) de longitud n sobre el campo F, determinada por « es la
funcion
@O( : Fn B FZ! @O((’UO! Vs ey ’Unfl) = (VOJ v11 ey VVL*I)1

a
donde

n
Vi=Y o, j=0,1,...,n—1.
i=0

En particular, si & es un elemento primitivo de F,, es decir, un generador
del grupo (multiplicativo) Fy, 1a (TDF) es de longitud n = q — 1.

2.1. Representacion polinomial

Sea F, un campo finito y F,[x] el anillo de polinomios en la
indeterminada x con coeficientes en F,. Sea n > 1 un entero, (x™ — 1)
el ideal de IFy[x] generado por x™ — 1y sea

Ry =TF4lx]/(x™ — 1) = {f(x)+ (x" — 1) : f(x) € Fylxl}.

Usando el algoritmo de la division, los elementos de R,, se pueden
identificar con polinomios de grado a los mas n — 1, con coeficientes
enF:

1

Ry={ap+a1x+---+an_1x""" : a; € Fq}.

La suma de elementos es la usual de polinomios y la multiplicacion esta
regida por la relacion x™ = 1.

La siguiente observacion sera de utilidad mas adelante. Para ilustrar
la idea, consideremos el caso n = 3:

R3 ={a(x) = ap + a1x + axx*, a; € F;}
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Sialx)=ag+aix+a>x?yb(x)=bgy+b;x+b,x? son dos elementos de
R3, tomando su producto como polinomios en F;[x) se tiene:

a(x)b(x) = agby + (agb; + a1bo)x + (aphy + a1 by + arbg)x?
+ (albz + azbl)X3 + a2b2x4.

Recordando que se esta trabajando en el anillo R; donde x3 = 1, el
producto de estos elementos se reduce a:

a(x)b(x) = (apgbg + a1by + a>by1) + (agby + a1bg + axby)x

+(aphs + a1by + asbg)x?

Ademas de tener la estructura de anillo (conmutativo), R,, es un
espacio vectorial sobre el campo F; de dimension n, teniendo como
base (natural) {1, x, ..., x"~1}. Mas aun, Fy v Ry son isomorfos como
F,4-espacios vectoriales como se puede ver por medio de la funcion:

P:F; — Ry, P@g,d1,--yAn_1)=ap+ai X+ - +an_1x" .

Ejercicios
(1) Mostrar que R, es un anillo conmutativo y determinar su
cardinalidad.
(2) Mostrar que los elementos {1, x, ..., x"‘l} son una base de R,,.
(3) Mostrar que P es un isomorfismo de [F,-espacios vectoriales.

Al isomorfismo P se le llama la representacion polinomial de .

Cabe mencionar que este isomorfismo y el anillo R, son muy
usados en el estudio de codigos lineales ciclicos de longitud n que
tienen como alfabeto al campo F,, ya que el isomorfismo % determina
una correspondencia biyectiva entre los codigos lineales ciclicos y los
ideales del anillo R,. El anillo R, es tambien isomorfo al anillo de
matrices circulantes y al algebra de grupo C[Z,], como se verd mas
adelante.

Usando la representacion polinomial de [F; se tiene el siguiente

TEOREMA 2.1.1. Con la notacion anterior, si a = (ag,ai,...,aAn—1) €
Fy ¥ Fal@) = (Ao, A1, ..., Ay_1) entonces

Aj=fled),j=1,2,...,n,
donde P(a) = f(x) es la representacion polinomial del elemento @ € FFy.
Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

FQLRYL

eval

g
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donde eval(f) = (f(1), f(), ..., f(™~1)).

Por consiguiente, determinar la (TDF) de una sucesion basta evaluar
el polinomio asociado a esta sucesion.

2.2. El algebra de grupo

A continuacién se introdcira otra estructura algebraica que permi-
tira ver a la (TDF) desde otro punto de vista.

Sea K un campo, n > 1 un entero y C = (g) un grupo ciclico de
orden n (considerando la operacion en forma multiplicativa), aunque
se puede tomar a C como Z/nZ con la operacion aditiva. Sea

KI[C]={f: C — K, funcion},
es decir, K[C] es el conjunto de funciones de C en K.

Es facil ver que con la suma puntual de funciones, K[C] es un grupo
conmutativo finito. Si a € Ky f € K[C], (af) es la funcion definida
como (af)(h) = a(f(h)). Con esta operacion K[C] tiene la estructura de
K-espacio vectorial de dimensién n donde una base (natural) esta dada
por las funciones

6gk(h) =1sih= gk y 6gk(h) =0sih :/gk, parak=0,1,..,n — 1,
es decir, 6 4 es la funcion caracteristica de gk.
Ejercicio.
(1) Probar que el conjunto de funciones {54, k =0,1,..,n — 1}

es una K-base de K[C].
(2) Probar que la funcion

¢ : Ry — KICI, p(x*) = 5 5, p(1) = Id,

es un isomorfismo de K-espacios vectoriales.

Dado que R,, tiene estructura de anillo, es decir, se pueden multi-
plicar sus elementos y que es isomorfo a K[C] como espacios vectoriales
(K = TFy), es de esperarse que también se puedan “multiplicar” los el-
ementos de K[C]. A continuacion se definira una operacion, llamada
convolucion, denotada por “x", con la cual K[C] tiene estructura de
anillo. A una estructura algebraica la cual es un grupo (finito), anillo, y
espacio vectorial, se de llama un dlgebra. Es por esta razéon que a K[C]

se le llama el dlgebra de grupo de C sobre K.

Como K[C] es un espacio vectorial, basta definir la convoluciéon en
labase {64, k=0,1,..,n — 1}. Sean entonces 6, y 6, dos elementos
de esta base, y definase

Ogi % Oge = Ogigk = O gio
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donde el exponente j + k se reduce modulo n.

Si ahora f = fo0e + f10g+ -+ fu_10gm—1 Y g = GoOe + g10g + -+
In-10g4n-1, con fi, g; € K son dos elementos de K[(], la convolucion
de estas funciones, f * g, se obtiene multiplicando los correspondiente
elementos de la base y reduciendo los productos de acuerdo a la regla
anterior.

Otra forma de definir la convolucion de las funciones fy g, con
notacion multiplicativa del grupo, es la siguiente:

n—1
(f+9) = fghg™), VheC.
i=0
En particular,
n—1
(gi # 5g () = > 5gi(W)Sgi(hg ™)
i=0

Si el grupo tiene notacion aditiva, la relacion anterior queda expresada

como
n—1

(f 9 =Y flgh —kg), Vh e C.
k=0
Ilustremos esta operacion con el siguiente ejemplo. Sea n = 3,
C={(g) = {e, g,9°}. Entonces,
KICl = {fo0e + f104 + f20 4, fi € K}.
Sif=fobe+ f10y5+f2042yh="hod.+hi164+h26, son dos elementos
de K[C], entonces
S xh = foho(de * 8e) + (fohy + f1ho)(0e * O y)
+(fohz + fihy + f2ho)(0e * 842) + (f111)(8y * O g)
+(frha + f211)(6 g * 6 52) + (f2h2)(8 g2 * S 52).

Tomando en cuenta la operacion en el grupo C, en particular, g3 = ¢, la
relacion anterior se reduce a:

Sfxh = (fohotfiho+f2h1)S.+(foh1+fiho+f2h2)0 g+ (fohat+ fihi+f2h0)6 4.

Observemos que esta operacion es exactamente la misma que se
describi6 en el caso del anillo R3, y este hecho se cumple en el anillo
R,,. Asi, el producto en R, es 1o mismo que la convolucion.

Esta operacion de convolucion tiene muchas y variadas aplica-
ciones, una de estas se encuentra en los llamados cddigos de con-
volucion, componente importante en los turbo cddigos ampliamente
usados en la deteccion y correccion de errores en la transmision
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de grandes cantidades de informacion como es el audio y video, y
tratamiento de imagenes digitales, entre otros.

Volvamos con la (TDF). Con el isomorfismo ¢ mencionado entre
R, v K[C], veamos como se representa la (TDF) en el algebra de grupo
KI[C]. El siguiente diagrama ilustra esta situacién:

P

a a(x) Ja
%i leval i
A—"- AX) — fa
donde a = (ag,ai,...,an—1), A=Ay, A1,...,An_1), alx) = ap + a1 x +

e Ay =1, AX) = Ag+ A X+ -+ Ap_1x™ L con A = Fula) = alod),
V fa=apbe+a10g+---+ An—15 01> Sa=Agbe+A10g+- -+ An_wgn_l .

2.3. Ejemplos de la TDFc

Las siguientes, ademas de los ya mencionados al inicio del presente

capitulo son ejemplos de la (TDFc).

(1) Si K = C, los nimeros complejos y & = e>™/™ es una raiz n-ésima
de la unidad, se puede definir una (TDFc) de longitud n

(2) El polinomio f(x) = x* + x + 1 € Fy[x] es irreducible sobre F, y
se puede usar para construir el campo Fig, con 16 elementos. El
elemento x € Fig tal que f(x) = O tiene orden 15 por lo tanto se
puede definir la TDFc de longitud 15:

14
A= Z aijaj.
i=0
Ejercicio. Dar otros ejemplos de la TDFc.

2.4. Propiedades de la TDFc

Las siguientes son algunas de las propiedades que poseé la (TDFc),
haciendo de e$ta una de las herramientas mas utiles en varias areas del
conocimiento humano.

(1) La (TDFc) es K-lineal, es decir,
FuAa + ub) = AF (@) + uF«(b)

donde A, u € K.

(2) La (TDFc) es invertible, en particular es un isomorfismo. Si K es un
campo finito y la longitud n es primo relativo con la caracteristica
de K. La inversa de %, esta dada de la siguiente manera: dado
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A = (Ao, Ay,...,A,_1), entonces, F(A) = a = (ao, a1,...,dn-1)
donde

1 y
a;= . Z(X‘”Aj, i=0,1,...,n —

B) Sio<t<n-—1,c=(ag,arcx,...,a, o, ..., an_1 ™ V% entonces
ga(g) = (CO’ Cl, sy Cn_l) con:
Cj=Cju

donde el subindice j + t se reduce médulo n. A esta propiedad de
la (TDFc) se le conoce como modulacion.
(4) Translacion.
?J*’a(aj,l) = O(IJAJ'.
(5) La (TDFc) preserva la estructura de anillo de R,,, es decir

Folf *g) = Fulf) - Fulg).

donde “x" es la operacion de convolucion'y “-" es el producto de
funciones.

(6) Ceros de polinomios.
El polinomio a(x) = ag + a1x + - - - + ap_; X"~ ! tiene un cero en o/
siy solo si Aj = 0. El polinomio A(x) = Ag + A1 X+ -+ dp_1x"!
tiene un cero en &~ siy sélo si a; = 0.

(7) Vectores reciprocos.
El reciproco del vector a =(a;) es el vector (a,_;). La (TDFc)
del reciptoco del vector a es el reciproco de su (TDFc), i.e., la
“transformada del reciproco es el reciproco de la transformada”.

(8) Decimacion ciclica. Si n = n'n”, entonces la (TDFc) del vector
(@, i)i-o1,..n' 1 €S el vector

(9) Formula de Poisson Si n = n'n’”, entonces,

n’—1 1 n’ -1
E a‘VL”i/ = W E A?’L,j”'

i'=0 =0

(10) Permutacion ciclica Si b y n son enteros primos relativos, entonces
Fu«lapi) = Apj, donde Bb = 1 mod n.

Ejercicio. Dado que la (TDFc) es lineal, determinar la matriz correspon-

diente con respecto a la base natural. Determinar la matriz de la inversa
de la (TDFc).






Capitulo

TDF sobre grupos abelianos finitos

En esta seccion, despues de haber mencionado la TDF sobre
espacios vectoriales (los cuales son grupos abelianos aditivos), se
introducira la Transformada Discreta de Fourier sobre grupos finitos
conmutativos, asi como algunas de sus propiedades. Una de las
propiedades de la TDF sobre grupos es la Formula de Suma de Poisson,
la cual se usard para dar una demostracion de las relaciones de
MacWilliams sobre el polinomio enumerador de pesos de un codigo
lineal (binario) y el correspondiente del codigo dual.

3.1. El grupo de caractéres

Sea (G, +) un grupo finito (abeliano) y sea IF un campo (el cual puede
ser finito, pero para varias situaciones se consideran el campo de los
numeros complejos C).

Sea
L%(G) = FIG] = {f:G — F, funcion},
el adlgebra de grupo introducido anteriormente. Si F = C, se define un
producto interno en L%(G): si f, g € FIG],

(f9) =) fx)g00),
xXEG

donde la barra indica conjugacion compleja.
Sea S! el conjunto de los numeros complejos de magnitud igual a
1, es decir, el circulo de radio 1, y sea

G= {x:G— S', homomorfismo : x(x + y) = X)X}

A los elementos de este conjunto se les llama caractéres de G y es
facil ver que es un grupo (conmutativo) bajo el producto de funciones,
llamado el grupo dual de G.

Para ilustrar este concepto consideremos el siguiente ejemplo: sea
G = Z/nZ el grupo de enteros modulo n y & = e>™/" una raiz primitiva
n-ésima de la unidad, entonces:

G={A:Z/nZ — S', A(k) = E}.

17
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Ejercicio. Mostrar que G = (Ag) donde Ay(1) = &y que G es isomorfo a
G.

Obsérvese que en el ejemplo anterior el grupo Z/nZ es ciclico. En
general se puede ver que si G es un grupo ciclico (finito) entonces G es
isomorfo a su dual G. Si el grupo G no es ciclico tambien es isomorfo a
su dual pero la demostracion no es tan natural como en el caso ciclico,
de todas maneras el lector puede intentar dar una demostracion.

Una propiedad interesante de los caractéres de un grupo finito
(abeliano) es la siguiente:

LeEMa 3.1.1. (Ortogonalidad de caractéres) Si x, @ € G, entonces

X, ) =|G|, si x=uy; (X, @) =0, en otro caso.

3.2. La TDF

Con los conceptos introducidos anteriormente, se da la definicion
de la Transformada Discreta de Fourier (TDF) sobre grupos abelianos
finitos.

Sea G un grupo abeliano finito y G su grupo dual. La Transformada
Discreta de Fourier (TDF) es:

F: CIGl — CIGl, F,0)=Fx=>_ f@x@, feClGlxeG.
geG

Veamos un ejemplo.

Sea G = Z/nZ el grupo (ciclico aditivo) de enteros moédulo n. Como
se menciond anteriormente, G = {x: G — S', x(k) = &} donde
€ = ¢?™/" es una raiz (primitiva) n-ésima de la unidad. Sea f € C[G],
entonces,

Jx = Zf(])x(]) Zf Z eI £()

Jj=0

3.3. Aplicaciones de la TDF

Las aplicaciones de la TDF cubren una amplia gama en diversos
campos del conocimiento. A continuaciéon mencionaremos algunas de
ellas.

Ejemplo 1. Recordemos que una sucesion de longitud m se
puede identificar como una funcién sobre el grupo de enteros modulo
m. Sea x,, n = 0,1,...,m — 1 una sucesion (finita) de numeros
reales o complejos (por ejemplo una muestra de observaciones de
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un experimento). La TDF de esta sucesion es otra sucesion {y;} (de la
misma longitud) donde:

m—1
Vi = Z xje 2mkIm k= 0,1,..,m — 1.
=0

Ejemplo 2. La TDF tiene varias generalizaciones de las cuales una de
ellas es muy util en la teoria de codigos y criptogrfia, y que ahora
recordamos su definicion.

Sea F; = {0, 1} el campo (finito) de los numeros binarios. Asi como
en el caso (clasico) de C donde se consider6 una raiz n-ésima de la
unidad (caractéres de Z/nZ), en este caso se considera la raiz cuadrada
de la unidad & = —1.

Sea % el espacio euclideano de dimension n sobre F;, Fp[F7] =
{f :F} — T, f funcion}, el algebra de grupo de F} sobre F,. Sea
f € F,[F}]y considerese la funcion Ty = (—1)/, es decir, Ty(x) = (—1)/¥),
x € F?. La TDF de f, tambien llamada de Hadamard, es la funcion:

Cr@ = C(-D¥e= 3 (-
XEF} XEF}
donde () - () denota el producto interno (natural) en 7.
Sea n un entero par. Una funciéon f € F»[F}] se llama bent si:
Crla) = +2%.

Las funciones bent, asi como otras relacionadas a esta (casi-bent,
perfectamente no-lineales, etc.) son objeto de un estudio amplio debido
a que sus propiedades son importantes en el disefio de sistemas de
cifrado de llave privada (DES, AES, etc.), comparticion de secretos,
esquemas de autenticacion, entre otras aplicaciones.

3.4. La operacion de convolucion discreta

Sea (G, +) un grupo abeliano finito. La operacion de convolucion de
f, g € F[G], denotada por f * g, es un elemento de F[G] definido como:

(f+ @)= fgx — ), x €G.

YeG

Veamos algunos ejemplos de esta operacion.
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3.4.1. La convolucion en sucesiones. La convolucion de dos suce-
siones se introdujo anteriormente pero veamos que con la definicion
de convolucion recien mencionada, se recupera la definicion anterior.

Recordemos que una sucesion a = (ag, a1, ..., an_1) de longitud n
se puede describir como una funcién sobre el grupo de enteros moédulo
n con valores en F:

f:Z/nZ — T, f@i) = a;.

Sean a = (ag,a1,...,an_1) Y b = (by, b1,...,b,,_1) dos sucesiones de
longitud n determinadas por las funciones f y g respectivamente.
Entonces f x g :Z/nZ — F es la funcion tal que:

n—1

(f*9@) =) fgli— j) i € Z/nL.

7=0
Haciendo el cambio de notaciéon de f(i) por a;, y de manera similar
para g, se tiene que

n—1
(f xg)i) = E aib;_j,
j=0
la cual es la convolucion de dos sucesiones.
Para ilustrar este caso consideremos el siguiente ejemplo.

Sea a = (ag.ai,ap) y b = (by.by, by, b3) dos sucesiones de longitud 3
y 4 respectivamente. Entonces,

ax*b=(cy.c1,...,C7),
donde
co = aoby, c1 = coby +arby, c2=agb, +a,b; +axby,

C3 =a1b2+6l2b0, c4=a1b3 +0L2b2, Cs =6lzl73.

3.4.2. Producto de polinomios. Recordemos que existe una rela-
cion biunivoca entre las sucesiones de longitud finita, digamos n con
entradas en F y los polinomios de grado n — 1 con coeficientes en F
dada por la representacion polinomial de F™:

a=(ag,ai,...,an-1) — alx) = ag+a1x+---an_1x" L.

Es directo ver que las coordenadas de la sucesién a*b son precisamente
los coeficientes del polinomio a(x)b(x), producto de los polinomios
correspondientes a las sucesiones.

Observacion. La operacion de convolucion de dos sucesiones o
equivalentemente de dos polinomios se puede expresar en términos
matriciales. El siguiente ejemplo ilustra la idea.
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Sean a = (ag,a,.a2)y b = (by, b1, by, b3) dos sucesiones (de diferente
longitud), y consideremos el siguiente producto de matrices:

by by b, b3 0 0
(GLO a az) 0 bo bl bz b3 0 =
0 0 by by by by
(aoby aobi +aiby aob: + a1by + a>by aobs + a1b, + ab, aibs + a>b, a.bs).

Las entradas de ésta ultima matrix (vector) son precisamente las
coordenadas de la convolucion de las sucesiones a = (ag,ai,a») y
b = (b, by, by, b3). Obsérvese que si se consideran los polinomios A(x)
y B(x) asociados a las respectivas sucesiones, estas entradas son los
coeficientes del polinomio A(x)B(x).

Como el producto de polinomios (o de la convoluciéon) es conmu-
tativo, si se invierten los papeles de las sucesiones a y b se tiene el
producto B(x)A(x).

3.4.3. Cadigos de convolucion. Los turbo cdédigos son una alterna-
tiva a los codigos de bloques para la deteccion y correccion de errores
en la transmision de informacion y son usados en una gran variedad
de situaciones donde se manejan grandes volumenes de informacion,
las cuales incluyen audio y video, entre otras. Una de las principales
componentes de estos codigos son los codigos de convolucion. Estos
codigos reciben ese nombre debido a que su principal operacion es la
convolucion entre la sucesion del mensaje a codificar y la correspon-
diente a un polinomio el cual esta asociado a un bit de redundancia
(polinomio generdor). Hay tantos polinomios generadores como bits de
redundancia se requieren, los cuales constituyen la informaciéon que se
transmitira por el canal de comunicacion ([2]).

3.4.4. Procesamiento de imagenes digitales. En el procesamiento
de imagenes digitales que incluyen médicas, atmosféricas, astronémi-
cas, etc. una de las principales operaciones, por ejemplo para
contruir filtros que resalten alguna caracteristica de la imagen bajo
consideracion, es la convolucion (en una o dos dimensiones). Detalles
sobre el el tratamiento de imagenes digitales se puede consultar en
cualquier texto sobre el tema, por ejemplo, ([5]).

3.5. Propiedades de la TDF

A continuacion se mencionaran algunas propiedades basicas de
la TDF sobre grupos abelianos finitos las cuales son similares a
las mencionadas en la Seccién de la TDF clasica, pero vale la pena
recordarlas en un contexto relacionado con Teoria de Grupos.

(1) (Linealidad.) % : C[G] — C[G] es una funcion lineal biyectiva.
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(2) (Convolucion.)
Frg(X) = F s Fy, X €G.

es decir, ¥ es un homomorfismo con las operaciones de con-
volucion y producto de funciones.
(3) (Inversa.) Dado que ¥ es lineal biyectiva, su inversa esta dada por:

1 1
F00 = 157 D Fr00x) = 11 >_(f.x0x@)

XeG aeG
(4) (Igualdad de Parseval.)
1
(£, f) = @@%%ﬁ

(5) (Translacion.) Si x € G sea f*(x) = f(s + x). Entonces,
Fs(X) = X(9)F p(x).
3.6. La formula de Poisson

En esta seccion se recuerda un resultado el cual es fundamental
para dar la identidad de MacWilliams que relacionan el polinomio
enumerador de pesos de un cédigo lineal binario y el correspondiente
de su codigo dual.

TEOREMA 3.6.1. (Férmula de Poisson) Sea G un grupo finito abeliano
y H un subgrupo de G. Si f € C[G], sea% la TDF de f y g € G, entonces:

1 1
=5 flah = — 3 Fxx(a)
|H|p§1fg |G|Z FXX(g

XEH*
donde H* = {x € G: x(h)=1VY h € H}.

El siguiente corolario del teorema anterior es el que realmente se
usara para demostrar la relacién de MacWilliams.

CoRrROLARIO 3.6.2. Con la notacion anterior, si g = 1, entonces

1 1
— (h)= — Fr(X)xg).
|H|%f ‘G|Z FXx(g

XEH*
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Conceptos basicos de codigos lineales

Se presentaran conceptos basicos de codigos lineales (de bloque)
y se aplicard el Teorema de Poisson para determinar la relacion de
MacWilliams entre el polinomio enumerador de pesos de un codigo
lineal binario y el de su dual. Mayores detalles se pueden consultar en

(41, [1D.

Sea F,; un campo finito con g = p” elementos, donde p es un primo
y ¥ > 0 un entero. Un [n, k]-codigo lineal C sobre F,; es un subespacio
lineal de 7} de dimension k.

4.1. Matriz generadora y de paridad

Hay varias maneras de determinar un [n, k]-codigo lineal, una de
ellas es por medio de una matriz generadora, y otra, por su matriz de
paridad.

Sea {v1,..., vk} una base de C (sobre F;). Cada vj, siendo un
elemento de IE‘;‘, tiene n coordenadas (elementos del campo). Con esos
elementos de puede formar la matriz

G=q,...,v)t

de tamano k x n. Es obvio que el codigo C esta generado por los
renglones de esta matriz, es decir,

k
C=(vi,...,vir, ={> aivi,a; € Fg}.
a qa
i=1
Auna matriz con estas caracteristicas se le llama una matriz generadora

de C. Como es natural, hay tantas matrices generadoras de un codigo
como bases tenga este espacio vectorial.

Dado que una matriz determina una transformacion lineal, si G es
una matriz generadora de un coédigo C, sea Tg : ]F’; — Fy, Te() =uG
la transformacion lineal determinada por la matriz G. Es facil ver que

C = Im(Tg).

23
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Otra manera de determinar los elementos de un codigo (espacio) lineal
es por medio de una matriz de paridad. Sea H una matriz n x t con
entradas en el campo I, y sea D el conjunto de soluciones del sistema
homogéneo

HX'=0.

Es bien conocido que este conjunto es un subespacio lineal de F?, por lo
tanto define un [n, k]-codigo lineal sobre F,, donde k es su dimension.
A una matriz H con la propiedad anterior se le llama una matriz de
paridad del codigo D.

Si H es una matriz de paridad de un coédigo D y Ty es la
transformacioén lineal determinada por H, entonces

D = ker(Ty).

Existe una relaciéon importante entre una matriz generadora G de
un codigo lineal C y su matriz de paridad. Por medio de transfor-
maciones elementales (cambio de renglones/columnas, multiplicacion
de un rengléon/columna por una constante no-cero, suma de ren-
glones/columnas, etc.) siempre es posible llevar una matriz de rango k
ala forma (A, I,,_y), donde I,,_; es la matriz identidad (n — k) x (n — k).
Una matriz que tiene esta forma se dice que esta en forma estdandard.

Sea H una matriz de paridad de un c6digo C = ker(Ty) la cual, por
la observacion anterior podemos suponer que esta en la forma estandar
(A, I,,_y). Siv € C entonces una matriz generadora del codigo C es ([4]):

G = (Ir, A")

Otro parametro importante de un codigo lineal es su distancia minima.
El peso de Hamming, py(v), de v € FL, se define como el ntimero de
coordenadas distintas de cero de v. La distancia de Hamming entre los
elementos u, v € ]F;‘, es

dp(a,v)=pga —v).
La distancia minima, d, de un codigo lineal C es
d = min{pg(c): 0 #c € C}.

Asi, un codigo lineal sobre un campo finito F, que tiene longitud n,
dimensién k y distancia minima d, decimos que es un [n, k, d]-codigo
sobre F,.

4.2. Ejemplos

Para ilustrar los conceptos anteriores se presentan algunos ejemp-
los.
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Ejemplo 1. (El codigo binario [7, 4, 3] de Hamming). Sea H la matriz
3 x 7 cuyas columnas son los elementos distintos de cero del espacio
lineal Fg Usando las transformaciones elementales podemos suponer
que H tiene la forma estandar:

1 0 0

Como la matriz H tiene rango 3, el espacio C de soluciones del sistema
homogéneo HX' = 0 tiene dimension 4 (= 7 — 3), y por lo tanto C
tiene 16 elementos (se deja como ejercicio al lector dar explicitamente
estos elementos). Una vez teniendo esos elementos se puede ver que la
distancia minima de este c6digo es 3 (de hecho hay mas de un elemento
en C con peso de Hamming igual a 3). Mas aun, se tiene que hay: 1
elemento de peso igual a 0, O elementos de peso 1, 0 elementos de
peso 2, 7 elementos de peso 3, 7 elementos de peso 4, y 1 elemento de
peso 7.

Ejercicio. Determinar todos los elementos y una matriz generadora
del codigo anterior.

Este ejemplo se puede generalizar. Sea k > 2 un entero y sea Hj
la matriz de tamafio k x (2¥ — 1) cuyas columnas son los elementos
no-cero del espacio lineal IF’2< El codigo binario de Hamming se define
como

¥ = {c € F2 1 : Hech = 0},

Es facil ver que lalongitud de este codigo es 2¥—1 y dimension 2 —1—k.
Como ejercicio se deja al lector ver que la distancia minima es igual a
3.

Ejercicio. Determinar una matriz generadora del codigo de
Hamming €.

Ejemplo 2. (El c6digo de Reed-Solomon). A continuacion se presenta
uno de los codigos lineales que tiene una amplia gama de aplicaciones,
entre ellas se encuentra los lectores de CD’s ([8]). Para ilustrar las
ideas se presenta un codigo de Reed-Solomon sobre el campo con 8
elementos.

Sea Fg el campo finito con 8 elementos, n = 23 — 1 = 7 y k entero
tal que 1 < k < 7, digamos k = 5. Sea

Ps = {g(x) € Fslx], t.q. gr(g) < 5}.

Este conjunto es un Fg- espacio vectorial de dimension 5. Una base
(natural) es {1, x, x?, x3, x*}.
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Consideremos la funcion (evaluacion):
. 7
evp; 1 P5s — Fg, evp:(g) = (9(1), g(ev), ..., g(x°)).

donde o es un elemento primitivo de [Fg. Esta funciéon es [Fg-lineal
inyectiva, por lo tanto su imagen, evp; (%s), es un subespacio lineal de
F; de dimension 5.

A este subespacio de le denota por RS(8,5) y se le llama el cddigo
de Reed-Solomon de orden 5 sobre Fg.

Los parametros de este codigo son: longitud n = 7, dimension
k =5.

Matrix generadora.
Dado que ?5 = (1, x,x2, x3, x*) y la funcion evr: es inyectiva, una
matriz generadora de RS(8, 5) es:

[ae}
w
(%21

17 =)

)
'S
=)
w

w
=)
)
NS

91

NS
N
w

%1

()

Il
— e
RRRR -
RR R R -
RR IR -
R KRR
RR KRR -
RR R R -

Distancia minima.

Uno de los parametros de un coédigo lineal que en general no es
facil determinar, es la distancia minima. En el caso de los codigos RS,
ésta esta dada por

d=n—-k+1

que en este caso d = 3. En general se tiene que d < n — k + 1 (Cota
Singleton). Cuando se tiene la igualdad se dice que el codigo es MDS
(Maximum Distance Separable). Asi el cédigo RS es MDS.

Otro ejemplo del codigo de Reed-Solomon es el RS(8,2) que
se obtiene usando el mapeo evaluacion sobre el espacio vectorial
P, = (1, x)p,. En este caso la matriz generadora es:

111 1 1 1 1
G= 1 o o o o 5 «f
Se puede ver que este codigo tiene una palabra de peso cero, 49 palabras
de peso 6, 14 palabras de peso 7, haciendo un total de 8% = |RS(8, 2)|

palabras del cédigo. Los cédigos de Reed-Solomon ademas de ser MDS
son ciclicos ([4]).
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4.3. El codigo dual

En el espacio lineal F se define un producto interno en la forma
usual, igual que en R¥: si ¢ = (g, €1, ey Ck—1),d = (do, d1, ..., A1) € FE,

c-d= Codo + e+ Ckfldkfl.

Con este producto interno se puede decir cuando dos vectores son
ortogonales:

clc < c-d=0
Si C es un [n, m, d]-codigo binario su codigo dual se define como:
Ct={xeFl:x-c=0VceC}.

Es facil ver, C* es un codigo lineal (binario) de longitud 7 y dimension
n — m. La distancia minima, de igual manera que en otros cédigos, en
general no es facil determinarla.

Si G es una matriz generadora de C y H una matriz de paridad,
entonces G es la matriz de paridad del codigo dual C*+ y H su matriz
generadora.

Ejemplo 1. (El c6digo binario Simplex). Sea 3 el [7, 4, 3]-c6digo de
Hamming. Al codigo dual #3- se le llama cddigo simplex y se denota
por ¥s.

Ejercicio. Determinar los parametros del coédigo simplex &3, todos
sus elementos y el numero de palabras de distintos pesos. Como
consecuencia se sigue este codigo tiene 7 elementos de peso 4 y un
elemento de peso cero. Hacer lo mismo para el codigo de Reed-Solomon
RS(8,2).

4.4. La relacion de MacWilliams

Una pregunta interesante en Teoria de codigos lineales es la
siguiente: ;si se conoce la distribucion de pesos de un codigo C sera
posible determinar la distribucion de pesos de su codigo dual C+? Esto
es importante porque en algunas ocasiones es mas facil determinar la
distribucion de pesos del cédigo dual y se desa conocer la distribucion
de pesos del codigo.

En esta seccion se usara la Formula de Poisson (Teorema 6) para
dar una relacion entre el polinomio enumerador de pesos de un codigo
lineal binario y el correspondiente de su dual.

Si C es un [n, k, d]-cédigo lineal (binario) su polinomio enumerador
de pesos, Pc(X,Y), se define de la siguiente manera: para 0 < i < n sea
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A; el nimero de palabras de C que tienen peso i, entonces su polinomio
enumerador de pesos es:

n
Po(X,Y) = Z A XY

i=0
Observe que este polinomio es homogéneo de grado n, la potencia de
Y indica el peso de las palabras (en algunos casos en la literatura los
papeles de X y Y se invierten). Ademas, el término X" siempre aparece
ya que la palabra cero es un elemento de un codigo lineal, pero no
siempre aparece el término Y" ya que la palabra que tiene 1 en cada
una de sus coordenadas no siempre es un elemento del codigo.

En la seccién anterior se present6 el [7,4,3]-codigo binario de
Hamming 73 el cual se vi6 que tiene: una palabra de peso cero, cero
palabras de peso 1, cero palabras de peso 2, 7 palabras de peso 3, 7
palabras de peso 4, 0 palabras de peso 5, 0 palabras de peso 6 y una
palabra de peso 7. Con estos valores el polinomio enumerador de pesos
del codigo es:

Py,(X,Y) = X" +7X*'Y3 + 7X3Y* + Y7,

La distribuciéon de pesos del codigo C = RS(8, 2) introducido anterior-
mente es:

Po(X,Y)= X" +49XY® +14Y7.

Recordemos que el codigo simplex &3, el dual del cédigo 3, es
tal que todas sus palabras distintas de cero tienen peso igual a 4, por
lo tanto es un co6digo de peso constante (igual a 4), y su polinomio
enumerador de pesos es:

Py, (X,Y) = X7 +7X3y*.

Dado que en este ejemplo el polinomio enumerador de pesos de ¥3 es
mas sencillo que el correspondiente polinomio de #3 y &3 es el dual de
#3, iserd posible obtener Py, (X,Y) a partir de Py, (X, Y)? Este ejemplo
ilustra el siguiente hecho general:

TeOREMA 4.4.1 (Identidades de MacWilliams). Sea C un [n,k, d]-
cédigo lineal binario y C*+ su cédigo dual. Entonces:

1
Pci(X,Y) = EPC(X+ Y, X-Y)
A continuacion se dara una demostracion de este resultado usando
el material introducido anteriormente sobre la Transformada Discreta
de Fourier (TDF) y particularmente la Formula de Poisson.
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Se aplicara la Formula de Poisson al caso (G, +) = (F5,+) y H=C, el
codigo lineal. Entonces,

C'={x:Fy — T:x(c)=1VceC}
Recordemos que x = x. para alguna c € Cy que x.(x) = (—1)¢*. Por lo
tanto,
C*={xa:acFlya-c=0VceC}=C"
Con estas identificaciones la Formula de Poisson toma la forma:

& O =5 3 T
ceC

uec+t
donde f(Xu) = 3 e (D" ¥ f(x).
Si ahora se substituye C por C* se tiene

Y f@= o S Fow),

|C|
aeC+ ueC

n e .
y como |Ct| = [F%/|C| = %, la relacion anterior se reduce a

> f@-= % > Flxw-
aeCt | |u€C

Considérese ahora la funcion f(u) = x" "yl donde x,y son dos
complejos fijos. Por lo tanto la relacion anterior se expresa como:

1 N
3wy
acCt ueC
Es facil ver que

n 1
}"(u) - H (Z(_l)u,vixl—v,ym> )

i=1 ‘U1'=0
Siu; =0, la expresion de la suma se reduce a x + v, y si u; = 0, la suma
se reduce a x — ¥, con lo cual se prueba la identidad de MacWilliams.
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